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Abitur 2016 Mathematik Geometrie V

Betrachtet wird der abgebildete Wiirfel ABC DE FG H.
Die Eckpunkte D, E, F und H dieses Wiirfels besitzen in einem kartesischen Koordinaten-
system die folgenden Koordinaten: D (0|0 — 2), E(2[0]0), F(2[2]0) und H(0]0]0).

H G

Teilaufgabe Teil A 1a (2 BE)

Zeichnen Sie in die Abbildung die Koordinatenachsen ein und bezeichnen Sie diese. Geben
Sie die Koordinaten des Punkts A an.

Teilaufgabe Teil A 1b (3 BE)

Der Punkt P liegt auf der Kante [F B] des Wiirfels und hat vom Punkt H den Abstand
3. Berechnen Sie die Koordinaten des Punkts P.

Gegeben sind die Punkte A(—2|1|4) und B(—4/0|6).
Teilaufgabe Teil A 2a (2 BE)

Bestimmen Sie die Koordinaten des Punkts C' so, dass gilt: C—zzl =2- ﬁ

Teilaufgabe Teil A 2b (3 BE)

Durch die Punkte A und B verlduft die Gerade g.
Betrachtet werden Geraden, fiir welche die Bedingungen I und II gelten:

I Jede dieser Geraden schneidet die Gerade g orthogonal.
II Der Abstand jeder dieser Geraden vom Punkt A betrigt 3.

Ermitteln Sie eine Gleichung fiir eine dieser Geraden.
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In einem kartesischen Koordinatensystem legen die Punkte A(6|3|3), B(3|6]|3) und C(3|3|6)
das gleichseitige Dreieck A B C' fest.

Teilaufgabe Teil B a (4 BE)

Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene F, in der das Dreieck A B C liegt, in Normalenform.

[mogliches Ergebnis: E : 21 + 22 + 23 — 12 = (]

Spiegelt man die Punkte A, B und C' am Symmetriezentrum Z(3|3|3), so erhiilt man die
Punkte A, B’ bzw. C’.

Teilaufgabe Teil B b (3 BE)

Beschreiben Sie die Lage der Ebene, in der die Punkte A, B und Z liegen, im Koordina-
tensystem. Zeigen Sie, dass die Strecke [C’ C/} senkrecht auf dieser Ebene steht.

Teilaufgabe Teil B ¢ (4 BE)

Begriinden Sie, dass das Viereck A B A’ B’ ein Quadrat mit der Seitenlinge 3v/2 ist.

Der Kérper A B A’ B' C C’ ist ein sogenanntes Oktaeder. Er besteht aus zwei Pyramiden mit
dem Quadrat A B A’ B" als gemeinsamer Grundfliche und den Pyramidenspitzen C' bzw. C'.
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Teilaufgabe Teil B d (2 BE) Loésung

Weisen Sie nach, dass das Oktaeder das Volumen 36 besitzt.

Teilaufgabe Teil B e (4 BE)

Teilaufgabe Teil A 1a (2 BE
Bestimmen Sie die Gréfie des Winkels zwischen den Seitenflichen A BC und AC’ B. criautgabe el a( )

Betrachtet wird der abgebildete Wiirfel ABC DE FG H.
Teilaufgabe Teil B f (3 BE) Die Eckpunkte D, E, F und H dieses Wiirfels besitzen in einem kartesischen Koordina-

t stem die folgenden Koordinaten: D(0/0] — 2), E£(2|0(0), F'(2|2|0) und H(0]0]0).
Alle Eckpunkte des Oktaeders liegen auf einer Kugel. Geben Sie eine Gleichung dieser ensystem die folgenden Koordinaten: D(0[0 ), E2(0[0), F(212(0) un (0[010)

Kugel an.
Berechnen Sie den Anteil des Oktaedervolumens am Kugelvolumen. H G

[

Zeichnen Sie in die Abbildung die Koordinatenachsen ein und bezeichnen Sie diese. Geben
Sie die Koordinaten des Punkts A an.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 1a

Skizze

XY §
H-" &
E F %2
e
X o
*1 ) c
A B

Koordinaten von Punkten ermitteln
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A(2/0] - 2)
Erlduterung: Betrag eines Vektors
ay
Die Liinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ag ist gegeben durch:
Teilaufgabe Teil A 1b (3 BE) as
2
Der Punkt P liegt auf der Kante [F B] des Wiirfels und hat vom Punkt H den Abstand = @ @ 7 5
3. Berechnen Sie die Koordinaten des Punkts P. I'd| = az = a2 =yata;+a3
as as
Losung zu Teilaufgabe Teil A 1b
Linge eines Vektors ‘?’ =/22 422+ X2 = /8 + \2

V8+ A2 =3 |2

*3 A 8§+ A =9
H G > A2=1

\ X2
Ez _;\.F = A=-1 (N=1)

P

P
o T e = P@2 -1

A B

Teilaufgabe Teil A 2a (2 BE)
Gegeben sind die Punkte A(—2|1]4) und B(—4/0]6).

Erlduterung: Punktkoordinaten

Besti ie die Koordinaten des Punkts dass gilt: CA=2. AB.
Der Punkt P hat die gleiche x1- und z-Koordinate wie der Punkt F. Seine x3- estimmen Sie die Koordinaten des Punkts €' so, dass gilt: ¢

Koordinate muss negativ sein, da er auf der Kante [F' B] liegt. Lésune zu Teilaufeabe Teil A 2a

Koordinaten des Punktes P:  P(2[2|\) mit A <0 Koordinaten von Punkten ermitteln

. Es soll gelten: C"Z =2 ﬁ
Es gilt: ‘?’ =3

A-T=2. [3—2] |nach8 umstellen
i SR |
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Teilaufgabe Teil A 2b (3 BE)

Durch die Punkte A und B verlduft die Gerade g.
Betrachtet werden Geraden, fiir welche die Bedingungen I und II gelten:

I Jede dieser Geraden schneidet die Gerade g orthogonal.
IT Der Abstand jeder dieser Geraden vom Punkt A betréigt 3.

Ermitteln Sie eine Gleichung fiir eine dieser Geraden.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 2b

Geradengleichung aufstellen

magliche Gerade

-2
Richtungsvektor der Geraden g: v = Avg = -1
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Erlduterung: Senkrechte Vektoren

Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren, die senkrecht zueinander stehen, ist
gleich Null.

1
Méglicher Richtungsvektor der Geraden: 2=\ 0
1
-2 1
Begrindung: Vod = -1 |o[ 0 | =—240+2=0
2 1

Geradengleichung einer der Geraden:

Erlauterung: Geradengleichung

Eine Gerade [ ist durch einen Ortsvektor ? und einen Richtungsvektor v
eindeutig bestimmt:

l:?:?-&-u‘? ,peR

Wenn B als Aufpunkt genommen wird, dann ist § der Ortsvektor (des
Aufpunkts) der Geraden .

4 1

hX=( 0 |+x-[ 0
6 1
B

g schneidet die Gerade h im Punkt B, und da ‘ﬁ‘ =4+ +1+4 =9 = 3, ist der Abstand
der Geraden vom Punkt A gleich 3.

Teilaufgabe Teil B a (4 BE)

In einem kartesischen Koordinatensystem legen die Punkte A(6|3|3), B(3|6|3) und C(3|3|6)
das gleichseitige Dreieck A B C fest.

Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene E, in der das Dreieck A B C liegt, in Normalen-
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form.
[mogliches Ergebnis: E : x1 + x9 + 23 — 12 = 0]
Losung zu Teilaufgabe Teil B a

Ebene aus dret Punkte

Richtungsvektoren der Ebene E:

3 6 _3
AB=B-A=[6|-[3]|=] 3
3 3 0
3 6 -3
AC=C-A=[3|-(3]=( o
6 3 3

A(6]3]3) sei Aufpunkt des Ortsvektors der Ebene E.
Ebenengleichung in Normalenform

Normalenvektor E}; der Ebene E bestimmen:

Abitur Bayern 2016 Geometrie V

Erlduterung: Vektorprodukt

— —
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b ist ein
Vektor ﬁ, der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannte Ebene steht.

Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

N ai by az - bz —az - by
7><b: as X b2 = a3-b17a1-b3
as b3 ay by —az - b

In diesem Fall ist:

-3 -3 3.3-0 9

3 x| 0o |=(o0o-(3-3])=(09

0 3 0-3.(-3) 9
-3 -3 9
ABxAC=| 3 |x[ o |=|09
0 3 9

Erlduterung: Vereinfachen
Die Linge eines Normalenvektors ist nicht entscheidend fiir die Ebenengleichung.
Der Normalenvektor muss nur senkrecht zur Ebene stehen.
Vereinfachungen durch Teilen/Multiplizieren durch/mit einen Faktor sind erlaubt.

Hier wird der Normalenvektor durch 9 geteilt.

Das erleichtert das Weiterrechnen wesentlich.

1 9 1
= 773:6- 9 | =1
9 1

Ebenengleichung in Normalenform bestimmen:
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Erlduterung: Normalenform einer Ebene

Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.

EZEEOY:’FE)O?

Hier (A ist Aufpunkt):

E:i o X = 1 o g O-C42.07

% 1 ;%4 3:3+2[773
E:xy+axo+x3=6-1+3-14+3-1 3 3 3 3 0 3
Eixi4+a+as—12=0 o= 2 "2 § N z - Z 2 _% - g

Lagebeziehung von Vektoren

Teilaufgabe Teil B b (3 BE) N 3 3 0 0
: . . ) . cc=c-T=[3)-[3]=(0 |==61]0

Spiegelt man die Punkte A, B und C' am Symmetriezentrum Z(3|3|3), so erhélt man die 0 6 _6 1

Punkte A’, B’ bzw. C".

Beschreiben Sie die Lage der Ebene, in der die Punkte A, B und Z liegen, im Koordina- Erléuterung: Parallele Vektoren

tensystem. Zeigen Sie, dass die Strecke [C C’] senkrecht auf dieser Ebene steht. Zwei Vektoren @ und ¥ sind genau dann parallel, wenn der eine Vektor ein

Vielfaches des anderen Vektors ist.
Losung zu Teilaufgabe Teil B b Also genau dann, wenn es ein k € R gibt, so dass gilt:
Lagebeziehung von Ebenen U=k-7
A(613[3), B(3|6[3), C(3]3]6), Z(3]3[3)
H O
/s 3 ars - p—

Die z3-Koordinaten der Punkte A, B und Z sind alle gleich (Wert = 3). = C " st parallel zum Normalenvektor 7= (1] der z1 z2-Ebene

= Die Ebene, in der die Punkte A, B und Z liegen, ist parallel zur x1 zo-Ebene

Spiegelpunkt
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Erlduterung: Normalenvektor

Der Normalenvektor einer Ebene steht senkrecht auf diese Ebene.

Ein zum Normalenvektor paralleler Vektor steht somit auch senkrecht auf
diese Ebene.

= [C c’ ] steht senkrecht auf der Ebene

Teilaufgabe Teil B ¢ (4 BE)
Begriinden Sie, dass das Viereck A B A’ B' ein Quadrat mit der Seitenléinge 3v/2 ist.

Losung zu Teilaufgabe Teil B ¢

Eigenschaften eines Parallelogramms

Das Viereck A B A’ B ist wegen seiner Konstruktion punktsymmetrisch und somit ein Paral-
lelogramm.

Spiegelpunkt

A(6]3]3), B(3/6]3), Z(3/3]3)

Der Punkt B’ lisst sich analog zum Punkt C” aus Teilaufgabe Teil B b bestimmen:

B-B+2.B7
§:§+2~[777ﬂ

_ 3 3 3 3 0 3
B=|6]|+2|[3]|-[6]|=|6]+2-3]|=]0
3 3 3 3 0 3

Linge eines Vektors

-3
AB=| 3

0

3 6 -3
—
AB=B-A=[o]|-|3]=] =3
3 3 0

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Liinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ag ist gegeben durch:

as
2
ay ay
@) =] a2 ||= as =/a? + a3 + a?
asz az

-3
yxﬁ\: 3 ||=v0+970=VI8s=V32.2=3/2

-3
=/ -3 ||=vV9+9+0=V18=V32.2=3V2
0

= Alle Seiten sind gleich lang

—
‘AB’

Lagebeziehung von Vektoren

_3 _3
—
ABoAB =| 3 |o| =3 | =9-940=0
0 0

Erlduterung: Senkrechte Vektoren

Das Skalarprodukt zweier Vektoren, die senkrecht zueinander stehen, ist gleich Null.

= XéJ_ﬁ

=  ABA'B ist ein Quadrat

Teilaufgabe Teil B d (2 BE)

Der Kérper AB A’ B' C €’ ist ein sogenanntes Oktaeder. Er besteht aus zwei Pyramiden
mit dem Quadrat A B A’ B’ als gemeinsamer Grundfliche und den Pyramidenspitzen C
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bzw. C’. ’ﬁ‘ =3v2 (s. Teil B Teilaufgabe c)

Voxtaeder = 2+ VPyramide

Erlduterung: Volumen einer Pyramide

>

Eine Pyramide mit Grundfliche G und Héhe h hat ein Volumen von:

Weisen Sie nach, dass das Oktaeder das Volumen 36 besitzt.

Losung zu Teilaufgabe Teil B d

1
Voktaeder = 2 g ey
Volumen einer Pyramide
Erlduterung:
Die Grundfliche der Pyramide ist ein Quadrat mit Seitenfliche A B.

[C C'] steht senkrecht auf die Grundfliche, deswegen entspricht die Hohe der
Pyramide der Hilfte der Strecke [C' C”].

—-—2 CC
Voktaeder =2 5 - AB"- T

Wl

C(3[3[6), C(33]0)

Abitur Bayern 2016 Geometrie V © Abiturloesung.de



Seite 17 Abiturloesung.de - Abituraufgaben

Erlduterung: Ldinge eines Vektors

Die Punkte C' und C’ unterscheiden sich nur in der z3-Koordinate. Thr Abstand ist
also gleich 6.

Alternativ:

— 0 —

cd=1{ o = ‘CC’:\/O+0+36:6
—6

6
Voktacder = 2 : (3\/5)2 . 2 =36

ks
3

Teilaufgabe Teil B e (4 BE)

Bestimmen Sie die GroBe des Winkels zwischen den Seitenflichen A BC und AC' B.

Losung zu Teilaufgabe Teil B e

Winkel zwischen zwei Ebenen

Ebene E

Normalenvektor
X.X,-Ebene

c' Seitenansicht
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Erlduterung:

Begriindung;:
- Die Seitenfliiche A B C' liegt in der Ebene E (s. Teilaufgabe Teil B a).

- Die Ebene, in der die Punkte A, B und Z (Symmetriezentrum) liegen, ist
parallel zur x1 zo-Ebene (s. Teilaufgabe Teil B b).

- Die Ebene in der die Seitenfliche AC’B liegt, bildet mit der z; x>-Ebene
aus Symmetrie-Griinden den gleichen Winkel, wie die Ebene E und die z; zo-
Ebene.

Der gesucht Winkel ¢ entspricht zweimal den Winkel zwischen der Ebene E (aus Teilaufgabe
Teil B a) und der 1 z2-Ebene.

1
Normalenvektor der Ebene E: n-b} =11
1

Erlduterung: Normalenvektor

Der Normalenvektor einer Ebene steht senkrecht auf diese Ebene und hat eine
beliebige Lénge.

Im Falle der z;as-Ebene (Koordinatenebene) wihlt man z.B. als Normalen-

0
vektor den Einheitsvektor 7 = | 0 , der auch Richtungsvektor der x3-Achse
1
ist.
0
Normalenvektor der x1 zo-Ebene: W= 0
1
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Erlduterung: Winkel zwischen zwei Ebenen Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Liinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ag ist gegeben durch:
as
2
al al
7| = ap = ay | =+/a}+a3+d3
as as
cos & = 0+0+1 1
2 V31 B
1
= L =cos! <—> ~ 54,7°
Der Winkel « zwischen zwei Ebenen E und G ist gleich dem Winkel zwischen den V3
— —
Normalenvektoren ng und né. =  p=109,4°
Winkel ¢ zwischen den Seitenflichen bestimmen:
Teilaufgabe Teil B f (3 BE)
Erlauterung: Winkel zwischen zwei Vektoren
Alle Eckpunkte des Oktaeders liegen auf einer Kugel. Geben Sie eine Gleichung dieser

s
Aus der allgemeinen Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren @ und b Kugel an.
Berechnen Sie den Anteil des Oktaedervolumens am Kugelvolumen.

70?:|?|-‘?‘-cosé<ﬂ>,?>
—_——

«

Losung zu Teilaufgabe Teil B f

folgt fiir den Winkel « zwischen den beiden Vektoren:
Kugel
N
cosa = dob
=—
@l |7
C
(Formel zur Winkelberechnung zwischen 2 Vektoren)
1 0
1 Jo| O ,
© 1 1 B'« B
cos = =— >+~
2 1 0
1 . 0 %
1 1

CJ’
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Z(3]33) (Mittelpunkt der Kugel)
7 = hpyramide = 3 (Radius der Kugel)

Erlduterung: Kugelgleichung

Die Gleichung einer Kugel K mit Mittelpunkt M und Radius r ist gegeben durch:

K: {?*ﬁr:ﬂ

2

Volumen einer Kugel

4 4
VK“gel:§‘Tr~r3:§‘7r‘33:367r
Verhiltnis der Rauminhalte von Teilkérpern
VOktacdcr =36

Anteil: Voktaeder _ 36 _ l

VKugcl N % o ™
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